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Astronomia e Física Geral
Resumo: Neste trabalho estudamos o aspecto vibracional das moléculas de dienxofre e o dímero de potássio assim como calculamos numericamente os autovalores de dez estados de energia dessas moléculas. Ambas as moléculas escolhidas são de interesse acadêmico e comercial devido seu amplo uso em pesquisa básica como na espectrometria fazendo uso de  
[image: image3] e no estudo de materiais que envolvem 
[image: image4]. Para descrever a interação vibracional utilizamos o potencial de Morse devido ao seu amplo uso em trabalhos com essa abordagem. Já para obter os autovalores de energia dessas duas moléculas usamos o Método Variacional, utilizando como função de onda teste (ansatz) uma autofunção harmônica, inserindo um parâmetro variacional como forma de reduzir o erro percentual no estado fundamental. Usamos também o software Maplesoft© para calcular os primeiros estados de energia dessas duas moléculas por meio de autofunções testes. Para efeito de comparação, analisamos o erro entre os autovalores obtidos pela autofunção harmônica e os autovalores exatos da literatura. Além disso, verificamos a aproximação harmônica na obtenção dos autovalores do estado fundamental e os primeiros estados excitados das moléculas, assim como a validade do parâmetro variacional proposto na obtenção dos autovalores de energia das moléculas, isso de modo a comparar com os valores encontrados na literatura. 
Palavras-chave: Mecânica Quântica, Método Variacional, Potencial de Morse, Autovalores de Energia. 
Abstract: In this work we study the vibrational aspect of the sulfur molecules and the potassium dimer as well as numerically calculate the eigenvalue of ten energy states of these molecules. Both molecules chosen are of academic and commercial interest due to their wide use in basic research as in spectrometry making use of 
[image: image5] and in the study of materials that involve 
[image: image6]. To describe the vibrational interaction, we used the Morse potential due to its wide use in works with this approach. To obtain the energy eigenvalues of these two molecules we use the Variational Method using the harmonic self-function as a test wave (ansatz) inserting a variational parameter as a way to reduce the percentage error in the ground state We also use the Maplesoft© software to calculate the first energy states of these two molecules through self-testing tests. For comparison we analyzed the error between the eigenvalues obtained by the harmonic self-function and the exact eigenvalues in the literature. In addition we verified the harmonic approximation in obtaining the eigenvalues of the fundamental state and the first excited states of the molecules as well as the validity of the proposed variational parameter in obtaining the energy eigenvalues of the molecules in order to compare with the values found in the literature.
Key-words: Quantum Mechanics, Variational Method, Morse Potential, Energy Eigenvalues.
1. Introdução

Este trabalho tem como objetivo a obtenção de autovalores vibracionais de energia para as  moléculas de dienxofre e do dímero de potássio com o auxílio do Método variacional. Tais moléculas são de interesse da comunidade acadêmica e comercial (vide PASHOV, A. et al. (2008), Mitchel (1984) e Zhao et al. (2018)). Usamos aqui o Método Variacional, na solução da equação de  Schrödinger independente do tempo isso a partir de uma autofunção teste que descreva a interação vibracional das moléculas. 

Para simular esse comportamento vibracional partiu-se do potencial de Morse, amplamente utilizado e discutido na literatura. Para ilustrar, no trabalho de Kolesnikov, Sidorenkov e Saletsky (2020), eles modelam a interação da estrutura moiré do grafeno fazendo uso do potencial de Morse modificado, mostram estar de acordo com os dados experimentais. A pesquisa de Gomez, Santos e Abla (2020) eles utilizam o potencial de Morse explorando o oscilador de Dirac e Klein-Gordon por meio de uma abordagem relativística, estudando o estado de onda para as moléculas de 
[image: image7], 
[image: image8], 
[image: image9] e 
[image: image10], usando a aproximação de Pekeris. Por fim, é essencial o estudo desse potencial em diferentes contextos.
2. Fundamentação Teórica

De maneira a entender o funcionamento do mundo microscópico e o entendimento da estrutura da matéria, o uso da Mecânica Quântica faz-se essencial (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). A partir das ideias de Schrödinger,  Heisenberg, entre outros desenvolvem uma nova mecânica para o estudo das estruturas atômicas e moleculares da matéria, definindo sua famosa equação definida no formato independente do tempo, dada por (RESNICK; EISBERG, 1979):


[image: image11],
( 1)
onde 
[image: image12] é a constante de Planck divida por 
[image: image13], 
[image: image14] é a massa reduzida do sistema, 
[image: image15] é o operador linear laplaciano, 
[image: image16] é o potencial de interação, 
[image: image17] é a autofunção que descreve o sistema quântico e 
[image: image18] é o autovalor de energia do sistema (ATKINS; FRIEDMAN, 2011). 

O cálculo dos autovalores de energia pode ter certo grau de complexidade dependo do sistema físico abordado, como no caso de um átomo multieletrônico, isso pois é necessário levar em conta a interação de cada elétron com o núcleo e as interações entre si (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). 

Os autovalores de moléculas são amplamente encontrados na literatura, como no trabalho de Silva e Drigo Filho (2010), que confinam espacialmente moléculas obtendo autovalores de energia dependente do raio de confinamento das mesmas. Comportamento semelhante é visto em de Da Silva, Silva e Drigo Filho (2016). 

Tal como para a estrutura atômica, há diversos trabalhos que se debruçam sobre as interações moleculares, isso através de aproximações que descrevam o sistema como um todo. Um exemplo é o trabalho de Silva (2008) que modela um sistema físico para a molécula de DNA, a partir de cadeias de osciladores harmônicos descrevendo o movimento rotacional e por meio do potencial de Morse o movimento vibracional da molécula.

O espectro de interações moleculares é vasto devido as diferentes estruturas eletrônicas dos átomos interagentes (ATKINS; FRIEDMAN, 2011). Para tanto tem-se diversos potencias que descrevem essas interações, tal como: Potencial de Morse, Potencial de Lennard-Jones, Potencial de Rosen-Morse e modificações dos mesmos (MORSE, 1929; ROSEN; MORSE, 1932; DESAI; MESQUITA; FERNANDES, 2020; ALMEIDA; CHIQUITO, 1999). 

O potencial de Morse introduzido em 1929 é vastamente utilizado para o estudo de interações interatômicas e seus comportamentos vibracionais (BARBOZA; COSTA; FILHO, 2007; RENDÓN et al., 2016; CORTEZ; FILHO; RUGGIERO, 2008). Esse fornece uma boa aproximação para sistemas de massas pontuais que interagem entre si, também chamado de oscilador anarmônico, podemos escrevê-lo da seguinte forma:


[image: image19],
(2)
onde 
[image: image20] está relacionado a profundidade do potencial e a energia necessária para romper a ligação do sistema, 
[image: image21] a largura desse potencial e o termo exponencial atribui o comportamento anarmônico para a interação (MORSE, 1929).

A solução da equação de Schrödinger, para alguns potenciais, muitas vezes não é trivial de obter-se onde não há uma solução analítica para o problema, como no caso do potencial de Lennard-Jones, tornando um tanto quanto árdua a tarefa de encontrar os autovalores de energia para o sistema descrito por esse potencial. Nesse sentido, o uso de métodos aproximativos é uma importante ferramenta que auxilia nesses cálculos, determinando autovalores de energia mais próximos dos exatos (ARAUJO; BORGES; FILHO, 2006). 

Nesse trabalho o Método Variacional é usado na obtenção dos autovalores de energia das moléculas de dienxofre e o dímero de potássio. O método consiste em determinar um limite superior de energia para o estado fundamental a partir de uma autofunção teste normalizavél (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). 

As moléculas escolhidas nesse trabalho são de interesse da comunidade acadêmica, a molécula escolhida de 
[image: image22] é frequentemente usada em pesquisa básica, pois suas transições eletrônicas podem ser modeladas matematicamente e, facilmente, comparadas com dados experimentais de espectroscopia (PASHOV, A. et al.,2008). 

O dímero de enxofre é encontrado em nuvens interestelares conforme Mitchel (1984) e entender o seu comportamento vibracional pode auxiliar na compreensão melhor do universo. 

A molécula de enxofre pode ser usada em estudos sobre melhoramento de baterias (ZHAO, Q. et al., 2018). No estudo de Zhao et al. (2018) eles desenvolvem um método que envolve o encapsulamento de moléculas de enxofre dentro de ultramicroporos de carbono; esse novo método auxilia na melhoria de baterias de lítio e enxofre.
3. Metodologia

Para o cálculo dos autovalores de energia para os primeiros estados excitados das moléculas em questão utilizamos o Método Variacional realizando os cálculos através do software computacional Maplesoft©, que consiste em determinar um limite superior para os autovalores de energia para o estado fundamental (
[image: image23]), isso a partir da escolha de autofunções teste normalizadas (
[image: image24]) adequadas que descrevam o nosso sistema físico, no caso a interação vibracional das moléculas (SILVA, 2019; GRIFFITHS, SCHROETER, 2018). 

Os autovalores de energia via Método Variacional são obtidos segundo
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(3)
 sendo 
[image: image26] o operador Hamiltoniano e 
[image: image27] a autofunção teste do sistema.

Com esse método é possível inserir parâmetros variacionais nas autofunções teste de modo a aperfeiçoar os resultados obtidos e assim minimizamos a energia do sistema em relação ao parâmetro inserido 
[image: image28]: 


[image: image29].
(4)

A autofunção teste utilizada baseia-se na autofunção do oscilador harmônico, sendo escrita a partir dos polinômios de Hermite, com o parâmetro variacional no termo exponencial da mesma (MAPLESOFT, 2019)
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(5)
sendo que
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(6)
      Assim, faz-se necessário definir alguns parâmetros utilizados nas equações (5) e (6). Partindo dos parâmetros já definidos, temos,
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(7)
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(8)
e
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(9)

         Os parâmetros elencados em (7), (8) e (9) estão presentes na literatura com base nos trabalhos de Varshini (1987) e Haynes, Lide e Bruno (2016). Posteriormente é feita uma análise quantitativa a partir da comparação dos autovalores determinados com os encontrados nos livros texto citados, gerando gráficos do potencial de interação para as moléculas.
4. Resultados

De modo a comparar e verificar a viabilidade do uso do parâmetro variacional, assim como do Método Variacional em si, isto para os autovalores de energia dos primeiros estados excitados, realizou-se os cálculos dos mesmos com e sem a presença do parâmetro na autofunção, vide equação (5). Inicialmente serão apresentados os dados sem a utilização do parâmetro para ambas as moléculas, tabelas 1 e 2, e isso feito para os seus quatro primeiros estados energéticos. 
Tabela 1: Comparação dos autovalores vibracionais de energia sem o parâmetro variacional para a molécula de 
[image: image35].
	Níveis de Energia (
[image: image36])
	Autovalores observados 
(
[image: image37])
	Autovalores comparativos
(
[image: image38]) (Haynes; Lide;  Bruno, 2016)
	Erro percentual

	n=0
	361.3491509
	361.5528735
	0.05634

	n=1
	1078.461118
	1086.088621
	0.70725

	n=2
	1788.125791
	1804.904368
	0.93833

	n=3
	2490.410803
	2518.000114
	1.10782


 Fonte: Próprio autor.
 
A modelagem da interação vibracional de ambas por meio das curvas que representam o potencial de Morse são dadas nas figuras 1 e 2.
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Tabela 2: Comparação dos autovalores vibracionais de energia sem o parâmetro variacional para a molécula de 
[image: image39].
	Níveis de Energia (
[image: image40])
	Autovalores observados 
(
[image: image41])
	Autovalores comparativos
(
[image: image42]) (Haynes; Lide;  Bruno, 2016)
	Erro percentual

	n=0
	46.01587744
	45.94
	0.16489

	n=1
	137.5857272
	137.96
	0.27202

	n=2
	228.6219717
	229.42
	0.34906

	n=3
	317.0856232
	320.32
	1.02003


 Fonte: Próprio autor.


Com a utilização do parâmetro variacional em nossa autofunção para o estado fundamental, este obtido conforme a relação (4), obteve-se que para a molécula de enxofre 
[image: image43] o parâmetro assume o valor de:


[image: image44],
(10)
e para o dímero de potássio 
[image: image45], o valor é de:
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(11)
         Assim, inserindo-se os valores determinados na realização dos cálculos dos autovalores de energia, obteve-se os erros via comparação com os valores obtidos pelo Método Variacional e valores encontrados na literatura, conforme as tabelas 3 e 4.
Tabela 3: Comparação dos autovalores vibracionais de energia com o parâmetro variacional para a molécula de 
[image: image47].
	Níveis de Energia (
[image: image48])
	Autovalores comparativos
(
[image: image49]) (Haynes; Lide;  Bruno, 2016)
	Autovalores via Método variacional 
(
[image: image50])
	Erro percentual
	Autovalores  c/ uso parâmetro  
(
[image: image51])
	Erro percentual

	n=0
	361.5528736
	363.9157727
	0.70527
	361.8154791
	0.16489


 Fonte: Próprio autor.
Tabela 4: Comparação dos autovalores vibracionais de energia com o parâmetro variacional para a molécula de 
[image: image52].
	Níveis de Energia (
[image: image53])
	Autovalores comparativos
(
[image: image54]) (Haynes; Lide;  Bruno, 2016)
	Autovalores via Método variacional 
(
[image: image55])
	Erro percentual
	Autovalores  c/ uso parâmetro  
(
[image: image56])
	Erro percentual

	n=0
	45.939
	46.34432738
	0.87244
	46.07442016
	0.29174


 Fonte: Próprio autor.
5. Conclusões
Neste trabalho com o auxílio de métodos aproximativos, determinamos os autovalores de energia para as moléculas de enxofre e de dímero de potássio por meio do Método Variacional. De modo a reduzir o erro percentual e obter autovalores mais confiáveis, inserimos um parâmetro variacional na autofunção utilizada, que demostrou ser uma excelente ferramenta para os autovalores encontrados no estado fundamental, reduzindo o erro percentual para a molécula de enxofre para 0.16489% e para o dímero de potássio para 0.29174%. Por fim verificamos que a utilização do parâmetro variacional na autofunção (5) é uma boa maneira de reduzir o erro para o estado fundamental, necessitando de mais estudos para os seguintes estados energéticos, assim como para outras moléculas.
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Figura 2: Potencial de Morse (equação (2)) para a molécula de , com base em Haynes, Lide e Bruno (2016) e Varshini (1987).





Figura 1: Potencial de Morse (equação (2)) para a molécula de , com base em Haynes, Lide e Bruno (2016) e Varshini (1987).
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