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Resumo. Este trabalho apresenta um estudo numérico dos autovalores de energia associados às moléculas diatômicas sob potenciais anarmônicos. A interação entre os dois átomos de uma molécula diatômica pode ser descrita de forma satisfatória usando potenciais como o de Morse e de Lennard-Jones; o problema encontrado se deve ao fato de que alguns potenciais presentes na literatura não possuem solução analítica, como o potencial de Lennard-Jones. Faz-se necessário, então, o uso de métodos aproximativos para encontrar a solução da Equação de Schroedinger Independente do Tempo (ESIT) para o sistema analisado. Sendo assim, este projeto apresenta uma investigação sobre a aplicação do Método Variacional na solução da ESIT para as moléculas de hidrogênio e hidreto de lítio sob os potenciais de Morse e de Lennard-Jones. Verifica-se, também, que utilizando autofunções adequadas para cada potencial e os parâmetros relacionados com cada molécula obtemos autovalores de energia sempre maiores ou iguais ao autovalor de energia exata do sistema. Em relação aos estados de energia abordados neste trabalho, no potencial de Lennard-Jones estudamos apenas o estado fundamental, e no caso do potencial de Morse calculamos os nove primeiros estados excitados, além do estado fundamental. Por fim, são feitas comparações entre os resultados obtidos e os dados espectroscópicos presentes na literatura, verificando a discrepância entre eles.
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1. Introdução
Os estudos sobre a estrutura da matéria revolucionaram paradigmas da comunidade científica e, contribuíram para o desenvolvimento e avanço em diversas tecnologias (EISBERG; RESNICK, 1979). Percebe-se uma crescente na quantidade de novas tecnologias pós postulados de Planck e o descobrimento do caráter discreto da energia relacionada à radiação do corpo negro (SILVA, 2008).
Nessa área, um dos grandes avanços foi o modelo atômico proposto por Schroedinger, com um formalismo matemático que permitia trabalhar com autofunções e autovalores de energia para os sistemas estudados, além de ter uma abordagem probabilística para essas autofunções; com isso foi possível estudar desde um átomo e seus elétrons, até moléculas diatômicas (ATKINS; FRIEDMAN, 2011) (EISBERG; RESNICK, 1979). A Equação de Schroedinger independente do tempo (ESIT), utilizada para descrever os sistemas físicos citados, é dada por (ATKINS; FRIEDMAN, 2011): 
	
	
	(1)


seja  a constante de Planck dividido por ,  a massa do sistema, o operador laplaciano,  o potencial que age sobre o sistema,  a autofunção que descreve o sistema físico de interesse e,  o autovalor de energia do sistema. 
	Nos casos onde são analisadas moléculas diatômicas, é preciso de um potencial que descreva a interação vibracional entre os dois átomos que compõem a molécula, como por exemplo o potencial de Morse (TEZCAN; SEVER, 2009) e o potencial de Lennard-Jones (ARAUJO; BORGES; DRIGO FILHO, 2006). O potencial de Morse, possui solução analítica (exata), já o potencial de Lennard-Jones não, nesse caso é preciso fazer algumas aproximações que permitem encontrar a energia do sistema, o denominado método numérico; apesar de ser utilizado em casos onde não há solução analítica, o método numérico pode ser outra alternativa para solução de potenciais que possuem solução analítica (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

2. Desenvolvimento
O trabalho concentra-se, inicialmente, em verificar os potenciais vibracionais para descrever o comportamento de moléculas diatômicas, em específico os potenciais de Morse e de Lennard-Jones. Para efeito de aplicabilidade e comparação, faz-se uso dos parâmetros das moléculas de hidrogênio (H2) e hidreto de lítio (LiH).
A seguir, é feito uma breve apresentação e descrição dos potenciais vibracionais de nosso interesse, potencial de Morse e de Lennard-Jones. Depois, é comentado sobre os tipos de soluções de cada um dos potenciais abordados. Por fim, é apresentado o Método Variacional.  

2.1. Potenciais Vibracionais
	Analisando o comportamento de moléculas diatômicas segundo a espectroscopia percebe-se que a energia é constituída por três aspectos importantes: eletrônica, vibracional e rotacional (EISBERG; RESNICK, 1979). 
	Essa pesquisa se concentra no comportamento vibracional dessas moléculas, e para tanto utiliza de potenciais vibracionais. Uma aproximação inicial para descrever esses sistemas é o potencial harmônico (ATKINS; FRIEDMAN, 2011), porém para se aproximar mais do sistema real é preciso utilizar potenciais anarmônicos, como por exemplo o de Morse e de Lennar-Jones, usados nesse trabalho (ATKINS; FRIEDMAN, 2011).
[bookmark: _Hlk51868611]	O potencial de Morse é apresentado a seguir, segundo Dahl e Springborg (1988):
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onde  é uma constante associada a energia de dissociação das moléculas,  é a constante relacionada com a força de interação entre os átomos das moléculas em seus estados ligados, e considera-se , com  sendo a posição de equilíbrio.
	Já o potencial de Lennard-Jones é expresso, com base em (SILVA; DRIGO FILHO, 2010):
	
	
	(3)


onde  é a constante associada a energia de dissociação das moléculas,  é a posição de equilíbrio. 

2.2. Soluções
	Sabe-se que o potencial de Morse possui uma solução analítica (TEZCAN; SEVER, 2009), ou seja, uma solução exata para o problema proposto, já o potencial de Lennard-Jones não possui solução analítica, e, portanto, é preciso fazer algumas aproximações para assim encontrar uma solução numérica (DE ARAUJO; BORGES; DRIGO FILHO, 2006). Apesar de possuir solução analítica é possível encontrar uma solução numérica também para o potencial de Morse.
	A solução numérica consiste em empregar algumas técnicas aproximativas visando encontrar uma possível solução para o sistema desejado (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Esse trabalho estuda a aplicabilidade de um método numérico chamado Método Variacional na solução dos potenciais de Morse e Lennard-Jones para as moléculas diatômicas de H2 e LiH.
2.2.1 Método Variacional
	Com o uso do Método Variacional encontra-se sempre um limite superior ou igual à energia exata do sistema. Para isso é preciso considerar uma autofunção teste  que descreva da forma mais aproximada possível o comportamento do sistema, e que obedeça às mesmas condições de contorno da autofunção  (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). 
	A energia pelo Método Variacional, considerando qualquer , é dada por: 
	
	
	(4)


seja  a energia exata para o estado fundamental do sistema, e  o hamiltoniano do sistema (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).
	Para o potencial de Morse, a autofunção teste sugerida, com base na literatura (MAPLESOFT, 2019) é:
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sendo  a massa reduzida do sistema.
	No caso do potencial de Lennard-Jones a autofunção sugerida, é (SILVA; DRIGO FILHO, 2010): 
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seja  o parâmetro variacional, e a expressão para coordenada espacial  em que  é a posição de equilíbrio. Nesta pesquisa  é o parâmetro relacionado com o tamanho da cavidade que confina o sistema. Como o trabalho considera um sistema livre, considera-se que , para mimetizar um sistema sem confinamento.  e  são parâmetros fixos para o caso estudado, em quem . Para lambda tem-se a seguinte expressão:
	
	
	(11)


sendo  a massa reduzida do sistema,  a constante associada a energia de dissociação da molécula, e  a constante de Planck dividida por .

3. Resultados
	Na atual fase dessa pesquisa, obtém-se os resultados para o estado fundamental e os nove primeiros estados excitados da energia vibracional do sistema sob o potencial de Morse, considerado os parâmetros das duas moléculas analisadas com base nos dados espectroscópicos de Lide (2003) e Varshni (1988). 
	Os parâmetros da molécula de H2 são (LIDE, 2003) (VARSHNI, 1988): a energia de dissociação , a distância de equilíbrio , a constate da força de interação entre as moléculas , e a massa reduzida do sistema . A partir dessas informações, e considerando a solução da ESIT sob o potencial de Morse via Método Variacional, a Tabela 1 apresenta os valores para os estados de energia para molécula de H2, sendo  o estado fundamental e os estados excitados. 

[bookmark: _Hlk51874279]TABELA 1.	Energia para o estado fundamental e os nove primeiros estados excitados da molécula de H2 com base nos parâmetros de Lide (2003) e Varshni (1988).
	[bookmark: _Hlk51874180]
	

	0
	0,0098825 

	1
	0,0287841

	2
	0,0465629

	3
	0,0636439

	4
	0,0815908

	5
	0,1030108

	6
	0,1276277

	7
	0,1554778

	8
	0,2117837

	9
	0,3624687


Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Já para a molécula de LiH tem-se os seguintes parâmetros (LIDE, 2003) (VARSHNI, 1988): a energia de dissociação , a distância de equilíbrio , a constate da força de interação entre as moléculas , e a massa reduzida do sistema . Assim, é possível encontrar, de forma análoga a Tabela 1, a Tabela 2 que apresenta os valores para os estados de energia da molécula de LiH, sendo  o estado fundamental e os estados excitados.

TABELA 2.	Energia para o estado fundamental e os nove primeiros estados excitados da molécula de LiH com base nos parâmetros de Lide (2003) e Varshni (1988).
	
	

	0
	0,0031761

	1
	0,0093618

	2
	0,0153267

	3
	0,0211005

	4
	0,0268682

	5
	0,0332165

	6
	0,0405790

	7
	0,0485258

	8
	0,0616404

	9
	0,0953361


Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

A fim de verificar a discrepância entre os resultados obtidos e os valores espectroscópicos verifica-se a transição energética e a frequência da radiação emitida nesse processo. Posto isso, e considerando que todos os resultados estão em unidades atômicas, tem-se a seguinte equação: 
	
	[bookmark: _Hlk51874947]
	(12)


onde  é a variação de energia, e  é a frequência da radiação emitida quando há transição eletrônica. 
	Os valores espectroscópicos para  são conhecidos na literatura (LIDE, 2003) (VARSHNI, 1988), e podem ser comparados com os valores calculados pela equação (12). A Tabela 3 apresenta uma comparação entre esses valores, possibilitando encontrar o erro percentual entre os dados espectroscópicos e os obtidos pelo Método Variacional.

TABELA 3.	Comparação entre o parâmetro  obtido com as energias calculadas via métodos variacional e os dados espectroscópicos para as moléculas de O2 e CO. 
	[bookmark: _Hlk51875133]Molécula
	 
calculado 
	 
espectroscópico
	Erro percentual

	H2
	0,0098825
	0,0200533880
	~ 5,74%

	LiH
	0,0061857
	0,0064046127
	~ 3,42%


Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Encontrado o erro percentual percebe-se que ele está em uma margem aceitável, o que corrobora a utilização do Método Variacional para a solução da ESIT para o potencial de Morse. 
Até o momento, todo o desenvolvimento da pesquisa indica que a resolução da ESIT para o potencial de Lennard-Jones via Método Variacional não apresentará um erro percentual alto.

4. Conclusões
Com os resultados parciais dessa pesquisa, verifica-se que apesar de possuir solução analítica, o uso do formalismo do Método Variacional na resolução da ESIT sob o potencial de Morse apresenta resultados satisfatórios e um erro percentual baixo comparado com os dados espectroscópicos, isso quando considerados os parâmetros das moléculas diatômicas de H2 e LiH. 
	Tendo em vista isso, o estudo aponta que o potencial de Lennard-Jones tem grandes chances de apresentar um erro percentual baixo também, não se distanciando muito dos valores espectroscópicos citados no trabalho.
	De forma geral os resultados apontam para uma boa aplicabilidade desse método numérico na resolução da ESIT para o potencial de Morse, já testado, e para o potencial de Lennard-Jones, em fase de testes, contribuindo assim para estudos mais avançados envolvendo moléculas diatômicas.

5. Referências
ATKINS, P. W.; FRIEDMAN, R. S. Molecular quantum mechanics. Oxford: Oxford University Press, 2011.

BORGES, G. R. P.; DRIGO FILHO, E. Supersymmetry, variational method and the Lennard-Jones (12, 6) potential. International Journal of Modern Physics, v. 16, n. 27, p. 4401-4407, 2001.

DAHL, J. P.; SPRINGBORG, M. The Morse oscillator in position space, momentum space, and phase space. Journal of Chemical Physics. Nova Iorque, v.88, n. 7, p. 4535-4547, abr. 1988.

EISBERG, R.; RESNICK, R. Física quântica: átomos, moléculas, sólidos, núcleos e partículas. Rio de Janeiro: Editora Campus, 1979.

GRIFFITHS, D. J.; SCHROETER, D. F. Introduction to quantum mechanics. Cambridge: Cambridge University Press, 2018.

LIDE, D. R. Handbook of chemistry and physics. Boca Raton: CRC Press, 2003.

MAPLESOFT. Approximation methods: the variational theorem. Disponível em: https://www.maplesoft.com/support/help/Maple/view.aspx?path=QuantumChemistry/VariationalTheorem. Acesso em: 30 jul. 2020.

SILVA, A. J. R da. Mecânica quântica, ciência básica e geração de riqueza. Revista USP, São Paulo, 2008, n. 76, p. 88-95, dez/fev 2007-2008.

SILVA, F. R.; DRIGO FILHO, E. Confined Lennard-Jones potential: a variational treatment. Modern Physics Letters A, v. 25, n. 8, p. 641-648, 2010.

TEZCAN, C.; SEVER, R. A general approach for the exact solution of the Schrödinger equation. International Journal of Theoretical Physics, v. 48, n. 2, p. 337-350, 2009.

VARSHNI, Y. P. Approximations for the inner branch of potential curves of diatomic molecules. Canadian Journal of Chemistry, v. 66, n. 4, p. 763-766, 1988. 

image1.png
\ " '// ’
4 A

- Semana da FiSiCQ 2020 : i:‘ INSTITUTO FEDERAL

B 'S50 Paulo

3 a 6 de ﬂO\/embrO : BB Campus Votuporanga





